1 Kommutativitit der Konjunktion

L. (prng) (P1)

2.p 1., (SIMP1)
3.q 1., (SIMPQ)
4. (gNp) 3., 2., (KON)

2  Kommutativitit der Aquivalenz

L (peq (P1)

2. (p—>q) L, (AQELIMI)
3. (q—p) 1 (AQ ELIM2)
4. (g+p) 3. 2., (AQ-EIN)

-Annahme)
. (MP)

. (MP)
. (KB)

S U W

4 Satz vom Widerspruch

—_

—=(pA-p) (IB-Annahme)
(p A —p) L., (DN1)
=(p A -p) 1.-2., (IB)

W

5 Satz vom ausgeschlossenen Dritten

1.|p (FU-Annahme 1)
2. ‘ (pVv-p) 1., (ADD1)
3. —p ( U Annahme 2)
4. ‘ (pV-p) 3. (ADDQ)
5. (pV-p) 1.-4., (FU)

6 Kontraposition

L (p—q) (P1)

2. | —g (KB-Annahme)
3. | —p 1., 2., (MT)

4. (g — -p) 2.-3., (KB)

L (-p——q) (P1)

2. | ¢ (KB-Annahme)
3. | 7¢ 2., (DN2)

4. —p 1 5 3., (DSQ)

5 1p 4., (DN1)
6.(q—p)  2-5., (KB)



7 Konjunktiver Syllogismus
L. =(pAg) (P1)
2.p (P2)
3. | =g (IB-Annahme)
4. | ¢ 3., (DN2)
5.0 (pAg) 2., 4., (KON)
6. | (pAg)A=(pAq) 5., 1., (KON)
7. g 3.-6., (IB)
8 Importation ...
L (p—=(g—r) (P1)
2.1 (pAq) (KB-Annahme)
3. | p 2., (SIMP1)
4 |q 2., (SIMP2)
5.1 (g—r) 3., 1., (MP)
6. | r 4., 5., (MP)
7. (pAg) — 1) 2-6., (KB)
9 . und Exportation
L ((pAg)—r) (P1)
2. | p (KB-Annahme)
3.0 |q (KB-Annahme)
4.1 (pNQ) 2., 3., (KON)
5.0 r 4., 1., (MP)
6. | (g—r) 3.-5., (KB)
7.(p—(@—r) 2-6., (KB)

10 Destruktiver Syllogismus

Lo (P

2 (ps-q) (P2)

3. | —-p (IB-Annahme)
4 |p 3., (DN2)

5. | ¢ 4., 1., (MP)
6. | —q 4., 2., (MP)

7.1 (gA—q) 5., 6., (KON)
8. —p 3.-7., (IB)

11 Axiom der Konditionalisierung

G o =

P (KB-Annahme)
q (KB-Annahme)
P 1., (TS)
(¢ —p) 2.-3., (KB)
p—=(g—p) 14, (KB)



12 Gesetz des Duns Scotus

1.|-p (KB-Annahme)
2.0 |p (KB-Annahme)
3.0 |q 2, 1., (ECQ)
4.1 (p—q) 2.-3., (KB)

5. (-p—=(p—9q) 1-4., (KB)

13 Pfeildistribution ...

L (p—(gAT)) (P1)

2. | p (KB Annahme)
3. (gAT) 2., 1., (MP)

4. |q 3. (SIMPl)

5. (p—9q) 2.-4., (KB)

6. | p (KB- Annahme)
7.0 (gnT) 6., 1., (MP)

8. | r 7., (SIMP2)

9. (p—r) 6.-8., (KB)

10. (p—= @) A(p—71)) 5,9, (KON)

Hier muss die Annahme ,p‘ zweimal getroffen werden, um zwei unterschiedliche Folgerungen abzuleiten.
Das macht der Fitch-Style nétig; im Lemmon-Style konnte dagegen eine einmalige Annahme von ,p‘
geniigen, die dann zweimal beseitigt werden konnte.

14 ... und in die andere Richtung

Lp=aAp—=r) (P1)
2.(p—q) 1., (SIMP1)
3. (p—r) 1., (SIMP2)
4. | p (KB-Annahme)
5. | 4., 2., (MP)
6. | r 4., 3., (MP)
7.1 (gAT) 5., 6., (KON)
8. (p—(gAT)) 4-7., (KB)
15 DeMorgan (Negation der Disjunktion ...)

L =(pVg) (1)

2. | —p (IB-Annahme)

3. | p 2., (DN2)

4.1 (pVQ) 3., (ADD1)

5.1 ((pvg A=(pVyg) 4., 1L, (KON)

6. —p 2.-5., (IB)

7. | 7q (IB-Annahme)

8. 1¢q 7., (DN2)

9.1 (pVa 8., (ADD2)
10. | (pva) A=(pVg) 9.1, (KON)
11. ~¢ 7.-10., (IB)
12. (-p A —q) 6., 11., (KON)



16 DeMorgan (... und umgekehrt)

L (pA-g) (P
2. -p 1., (SIMP1)

3. ¢ 1., (SIMP2)

4. | ==(pV¢) (IB-Annahme)
51 (pVa) 4., (DN2)

6. | q 5., 2., (DS1)
7.1 (g A\ —q) 6., 3., (KON)
8. —(pVyq) 4-7., (IB)

17 DeMorgan (Negation der Konjunktion ...)

L —(pAg) (P1)

2. |p (KB-Annahme)
3. | ¢ (IB-Annahme)

4.1 q 3., (DN2)

511 (pAq) 2., 4., (KON)

6. || (pA@)A=(pAG) 5., 1., (KON)

7. | ~q 3.-6., (IB)

8. (p— —q) 2.-7., (KB)

9. 1p (FU-Annahme 1)
10. | —q 9., 8., (MP)
11. | (=pV —q) 10., (ADD2)

12. | —p (FU-Annahme 2)
13. | (=pV —q) 12., (ADD1)

14. (ﬁp Vv ﬁq) 9.-13., (FU)

Hier wird in den Schritten 8-14 etwas bewiesen, das in der Vorlesung im Wintersemester 2014/15 als die
abgeleitete Regel ,(IMPDIS)‘ bezeichnet wurde: von der Implikation zur Disjunktion.

18 DeMorgan (... und umgekehrt)

L (-pV—g)  (P1)

2. | ==(pAgq) (IB-Annahme)
5 g 2, (DN2)

4. | p 3., (SIMP1)

5. —p 4., (DNl)

6. | ~q 1., 5., (DS1)

7. | q 3., (SIMP2)
8. | (g A—q) 7., 6., (KON)
9. = (pAq) 2.-8., (IB)

19 Konstruktives Dilemma (1)

1. (pVaq) (P1)

2. (p—r) (P2)

3. (g—=r) (P3)

4. | —r (IB-Annahme)
5.0 —p 2., 4., (MT)
6. | —q 3., 4., (MT)
7. | q 1., 5., (DS1)
8. 1 (gn—q) 7., 6., (KON)
9.7 4-8., (IB)



20 Konstruktives Dilemma (2)

L(pve (P1)

2. (p—r) (P2

3.(g—=r) (P3)

4. |p (FU-Annahme 1)
5. | r 4., 2., (MP)

6.] —p (FU- Annahme 2)
7. | q 1., 6., (DS1)

8. | r 7. 3., (MP)

9.7 4-8., (FU)

L (pVaq) (P1)
2.(p—=r) (P2)
3. (g—=r) (P3)
4. ((pvq) —r) 2.,3., (DIS)
5.7 1., 4., (MP)

22 Kommutativitit der Disjunktion (1)

L (pVa) (1)
2. | p (KB-Annahme)
3. | (gVp) 2., (ADD2)
4. (p—(¢vp) 2-3., (KB)
5.0 ¢ (KB- Annahme)
6. | (gVp) 5., (ADD1)
7.(¢—(¢Vp) 5-6. (KB)
8. | (¢gVp) (IB- Annahme)
9. | —p 4., 8., (MT)
10. | —q 7., 8., (MT)
11. | ¢ 1,9, (DSl)
12. | (g A —q) 11 ., (KON)
13. (qV p) 8. (IB)

Es geht aber auch, ohne das konstruktive Dilemma in den Schritten 8-12 abzuleiten — siehe die néchste
Ableitung.

23  Kommutativitidt der Disjunktion (2)

L (pVa) (P1)

2. | p (KB-Annahme)
3. } (qV p) 2., (ADD2)
4.(p—(aVp) 2.-3., (KB)

5.0 ¢ (KB- Annahme)
6. } (g Vp) 5., (ADD1)
7.(a—=(¢Vp) 5.-6., (KB)
8.((pVa) > (qvp) 4., 7., (DIS)

9. (qVp) 1, 8., (MP)



24 Kommutativitit der Disjunktion (3)

-(pvge (P
oo 2.

1

2. | p U-Annahme 1)
3.1 (gvp) 2. (ADD2)

4.1 —p (FU-Annahme 2)
5. | q 1., 4., (DS1)

6. | (¢vp) 5., (ADD1)

7. (qVp) 2.-6., (FU)

L (p—(qgAr) (P1)

2. (g4 s) (P2)

3.|p (KB-Annahme)
4. | (gAT) 3., 1., (MP)

5. | q 4., SIMP1

6. | (¢ — s) 2., (AQ-ELIM1)
7. | s 5., 6., (MP)

8. | (sVt) 7., (ADD1)

9. (p—(svt)) 3-8, (KB)

26 Negation der Implikationsformel ...

1. =(p —q) (P1)
2. 7p (IB-Annahme)
3 p (KB-Annahme)
411 4q 3., 2., (ECQ)
5. 1(p—q) 3.-4., (KB)
6. | (p=a)A=(p—q) 5,1, (KON)
7.p 2.-6., (IB)
8. | =¢q (IB-Annahme)
9.14 8., (DN2)
10. P (KB-Annahme)
1. ‘ q 9., (TS)
12. | (p = q) 10.-11., (KB)
13. | (p—=9) A-(p—¢q)) 12, 1., (KON)
14. —q 8.-13., (IB)
15. (p A =q) 7., 14., (KON)
27 ... und umgekehrt
L (pA—q) (P1)
2.p 1., (SIMPT)
3. 7q 1., (SIMP2)
4. | =—(p — q¢) (IB-Annahme)
5.1(p—q) 4., (DN2)
6. 14q 2., 5., (MP)
7.| (qA-g) 6., 3., (KON)
8. =(p—q) 4.-7., (IB)



28 Eine interessante Aquivalenz ...

L ((pAg) — ) (P1)

2.1 (p—9q) (KB-Annahme)
3 P (KB-Annahme)
4. q 3, 2., (MP)

5. (p A Q) 3., 4., (KON)

6 r 5., 1., (MP)

7.1 (p—=r) 3.-6., (KB)

8. (p—q) = (p—r)) 2.7, (KB)

29 und in die andere Richtung

L((p=qg)—=@—r) (P1)

2.1 (pNq) (KB-Annahme)
3.0 |p (KB-Annahme)
4. q 2., (SIMP2)

5.1 (p—4q) 3.—4., (KB)

6. | (p—r) 5., 1., (MP)

7. |p 2., (SIMP1)

8 | r 7., 6., (MP)

9. ((pNgqg) =) 2-8., (KB)

30 Eine Paradoxie der materialen Implikation
1.|p (FU-Annahme 1)
2 q (KB-Annahme)
3 ‘ D 1., (TS)

4.1 (g—p) 2.-3., (KB)
5 1((p—qV(g—p) 4, (ADD2)
6. | —p (FU-Annahme 2)
7 ‘ D (KB-Annahme)
8. | |q 7., 6., (ECQ)
9.1 (p—q) 7.-8., (KB)

10. | (p—= @) V(g —p) 9., (ADDI)

1L (p—q)V(g—p) 110, (FU)

In dieser Ableitung werden im Prinzip das Axiom der Konditionalisierung (Zeilen 1-4) und das Gesetz des
Duns Scotus (Zeilen 6-9) abgeleitet, die dann jeweils durch Additionen (Zeilen 5 und 10) zum gewiinschten
Ergebis fithren.



31 Essler, S. 64, Lehrsatz 37 (1)
L. (p—=(g¢7)) (P1)
2.1 (pAq) (KB-Annahme)
3. | p 2., (SIMP1)
4 |q 2., (SIMP2)
5. 1 (g ) 3., 1., (MP)
6.|(¢g—r) 5. (AQ ELIM1)
7 |r 4., 6., (MP)
8. | (pAT) 3., 7., (KON)
9. (pAg) = (pAT)) 28, (KB)
10. | (pAT) (KB- Annahme)
11. | p 10., (SIMP1)
12. | r 10., (SIMP2)
13. | (g 1) 11., 1., (MP)
14. | (r—q) 13. (AQ ELIM2)
15. | ¢ 12., 14., (MP)
16. | (pAq) 11., 15., (KON)
17. ((pAr) — (pAgq)) 10. 16 (KB)
18. ((pAg) < (pAT)) 9,17, (AQ-EIN)
32 Essler, S. 64, Lehrsatz 37 (2)
L ((pAg) < (pAT)) (P1)
2. | p (KB-Annahme)
3.0 | ¢q (KB Annahme)
4.1 (pNq) 2., 3., (KON)
5.1 (lpAg) = (pAT)) L, (AQ ELIM1)
6. || (pAT) 4., 5., (MP)
7| | r 6., (SIMP2)
8.1 (g—r) 3.-7., (KB)
9.1 |r (KB- Annahme)
10. [ | (pAT) 2., 9., (KON)
1. || ((pAr) = (pAg) 1., (AQ-ELIM2)
12.| | (pAq) 10., 11., (MP)
13. | | ¢ 12., (SIMP2)
14. | (r—=q) 9.-13., (KB)
15. | (g <) 8., 14., (AQ-EIN)
16. (p = (g 1)) 2.-15., (KB)
33 Definition der Aquivalenz ...
1. (p<q) (P1)
2. (p—9q) 1., (AQ-ELIM1)
3. (¢g—p) 1., (AQ-ELIM2)
4. p (FU Annahme 1)
5. 4., 2., (MP)
6. (p Aq) 4., 5 (KON)
7.| (0AQ) v (-pA-g) 6., (ADDI)
8. | —p (FU Annahme 2)
9. | =g 3., 8., (MT)
10. | (=p A —q) 8., 9., (KON)
1L | ((pAg)V (=0 A —q)) 10, (ADDQ)
12. (pAg)V (mpA—g))  4-11., (FU)




34 ... und umgekehrt (1)

L ((pAg)V(pA—g) (P1)
2. | p (KB-Annahme)
3 (pNQq) (FU-Annahme 1)
4. P (KB-Annahme)
5.1 14q 3., (SIMP2)
6 (p—9q) 4-5., (KB)
7 —(pAQq) (FU-Annahme 2)
8. 1| (=pA—q) 1., 7., (DS1)
9. | | -p 8., (SIMP1)
10. | | (-pV Q) 9., (ADD1)
11. P (KB-Annahme)
12. ——p 11., (DN1)
13. 1] | ¢ 10., 12., (DS1)
14. || (0= q) 11.-13., (KB)
15. | (p = q) 3.-14., (FU)
16. | g 2., 15., (MP)
17. (p = q) 2.-16., (KB)
18. | q (KB-Annahme)
19. 1 | (pAq) (FU-Annahme 1)
20. q (KB-Annahme)
o1 | | | p 19., (SIMP1)
22| | (¢ — p) 20.-21., (KB)
23. —(pAQq) (FU-Annahme 2)
24. | | (~p A=q) 1., 23., (DS1)
95. | | ¢ 24., (SIMP2)
26. | | (nqVDp) 25., (ADD1)
27. q (KB-Annahme)
28. —q 27., (DN1)
2. || p 2., 28., (DS1)
30. | | (¢ = p) 27.-29., (KB)
31. | (¢ — p) 19.-30., (FU)
32. | p 18., 31., (MP)
33. (¢ — p) 18.-32., (KB)

34. (p < q)

(
17., 33., (AQ-EIN)



35 ... und umgekehrt (2)
L ((pAg)V(pA—g) (P1)
2. (pNq) (FU-Annahme 1)
3 D (KB-Annahme)
1| |q 2., (SIMP2)
5| (0 q) 3.4, (KB)
6.1 ~(pAq) (FU Annahme 2)
7 D (K B Annahme)
8. || (-pA—q) 1., 6., (DS1)
9. | | -p 8. (SIMPI)
10. | | ¢ 9., (ECQ)
11. | (p—=q) 7.-10., (KB)
12. (p = q) 2.-11., (FU)
13. | (pAq) (FU-Annahme 1)
14. || ¢ (KB-Annahme)
15. | | p 13., (SIMP1)
16. | (¢ = p) 14.-15., (KB)
17.1 =(pAq) (FU-Annahme 2)
18. | | ¢ (KB-Annahme)
19. | | (=p A —q) 1., 17., (DS1)
20. | | =g 19., (SIMP2)
21 | | p 18., 20., (ECQ)
22. | (¢ — p) 18.-21., (KB)
23. (¢ = p) 13.-22., (FU)
24. (p « q) 12., 23., (AQ-EIN)

Diese Ableitung ist etwas einfacher, aber dafiir nicht strikt strategisch beziiglich der Beweise der beiden

Implikationsformeln (12) und (23).

36 Konjunktor-Distribution ...

L (pA(gVr) (P1)

2. p 1., (SIMP1)

3. (qVr) 1., (SIMP2)

4. | ¢ (FU-Annahme 1)
5.1 (pAq) 2., 4., (KON)

6. | (pAg)V(pAT)) 5., (ADDI)

7. ¢ ( U Annahme 2)
8. | r 3., 7., (DS1)

9.1 (pAT) 2., 8., (KON)
10. | ((pAgQV(pAT)) 9., (ADD2)
11. ((pAg) vV (pAT)) 2.-10., (FU)

10



37 ... und umgekehrt (1)

L ((pAg)V(pAr)) (P1)
2. (pNq) (FU-Annahme 1)
3. | p 2., (SIMP1)
4.1 =(pAgq) (FU-Annahme 2)
5 1 (pAT) 1., 4., (DS1)
6. | p 5., (SIMP1)
7.p 2.-6., (FU)
8.1 (pAq) (FU-Annahme 1)
9. 8., (SIMP1)

10. | (¢ V) 9., (ADD1)

11. | =(pAq) (FU-Annahme 2)

12. | (p A7) 1., 11., (DS1)

13. | 7 12., (SIMP?2)

14. | (gVr) 13., (ADD2)

15. (gVvr) 8.-14., (FU)

16. (pA(gVr)) 7., 15., (KON)

Diese Ableitung ist strikt strategisch: zuerst das linke Konjunktionsglied ableiten (Zeile 7), dann das
rechte (Zeile 15), und dann die Konjunktion mit Regel (KON) einfiihren (Zeile 16) — macht dafiir aber

zweimal dieselben FU-Annahmen.

38 und umgekehrt (2)

L ((pAg)V(pAr)) (P1)
2.1 (pAg) (FU-Annahme 1)
3. | p 2., (SIMP1)
1| q 2., (SIMP2)
5.1 (gVvr) 4., (ADD1)
6. | (pA(gVr)) 3., 5., (KON)
7.1 =(pAg) (FU-Annahme 2)
8. | (pAT) 1., 7., (DS1)
9. | p 8., (SIMP1)

10. | 7 8., (SIMP2)

11. | (gVr) 10., (ADD2)

12. | (pA(qVr)) 9., 11., (KON)

13. (pA(gVvr)) 2-12., (FU)

11



39 Disjunktor-Distribution (1) ...

L. (pV(gAr)) (P1)
2.0p (FU-Annahme 1)
3.1 (pVva) 2., (ADD1)
4.1 —p ( U Annahme 2)
5.1 (gAr) 1., 4., (DS1)
6.14¢ 5., (SIMPl)
7| (Ve 6., (ADD2)
8.(pVaq) 2.-7., (FU)
9. 1p (FU- Annahme 1)

10. | (pvr) 9., (ADD1)

1. —p (FU-Annahme 2)

12. 1 (g Ar) 1., 11., (DS1)

13. | r 12., (SIMP2)

4. | (pvr) 13., (ADD2)

15. (pVr) 9.-14., (FU)

16. (pvg) A (pvr)) 8., 15, (KON)

Diese Ableitung ist strikt strategisch: zuerst das linke Konjunktionsglied ableiten (Zeile 8), dann das
rechte (Zeile 15), und dann die Konjunktion mit Regel (KON) einfiihren (Zeile 16) — macht dafiir aber

zweimal dieselben FU-Annahmen.

40 Disjunktor-Distribution (2) ...

L (pVv(gnr)) (P1)
2. |p (FU-Annahme 1)
3.1 (pVaq) 2., (ADD1)
4.1 (pVvr) 2., (ADD1)
5.1 ((pve)A(pVvr)) 3. 4., (KON)
6. —p (FU- Annahme 2)
7.1 (gAT) 1., 6., (DS1)
8. | ¢ 7.. (SIMP1)
9.1 (pVa 8., (ADD2)

10. | r 7., (SIMP2)

11. | (pVvr) 10., (ADD2)

12.| ((pvg AlpVvr)) 9., 11., (KON)

18. (v AlpVvr)) 2.-12., (FU)

41 und umgekehrt (1)

L (pvVag A(pVr)) (Pl)
2. (pVyq) ., (SIMP1)
3.(pvr) ., (SIMP2)
4. |p (FU Annahme 1)
51 (pV(gAT)) 4., (ADD1)
6. —p (FU-Annahme 2)
ar 2., 6., (DS1)
8. | r 3., 6., (DS1)
9.1 (gAT) 7., 8., (KON)

10. | (pV (¢gAT)) 9., (ADD2)

11. (pV (gAT)) 4.-10., (FU)

12



42 Disjunktion impliziert Konjunktion ist Aquivalenz

L ((pvg) = (prg) (PL)

2. | p (KB-Annahme)
3.1 (pVva 2., (ADD1)

4.1 (pAq) 3, 1., (MP)

5. | q 4., (SIMP2)

6. (p—q) 2.-5., (KB)

7. 1¢q (KB-Annahme)
8. 1 (pVa 7., (ADD2)

9.1 (pAg) 8., 1., (MP)

10. | p 9., (SIMP1)
11. (¢ = p) 7.-10., (KB)

12. (p < q) 6., 11., (AQ-EIN)

Vgl. Alastair Carr, The Natural Deduction Pack, Abschn. 4.4, Nr. 14.

43 ... und umgekehrt
L(p ) (p1)
2. (p—9q) 1., (AQ-ELIM1)
3. (g—p) 1., (AQ-ELIM2)
4.1 (pVQq) (KB-Annahme)
5| p (FU-Annahme 1)
6.||p 5., (TS)
7. —p (FU-Annahme 2)
8. | |q 4., 7., (DS1)
9. | | p 8., 3., (MP)
10. | p 5.-9., (FU)
11. | | ¢ (FU-Annahme 1)
12.| | ¢ 11., (TS)
13. —q (FU-Annahme 2)
14. | |p 4., 13., (DS2)
15. | | ¢ 14., 2., (MP)
16. | ¢ 11.-15., (FU)
17. | (p A gq) 10., 16., (KON)

18. ((pVgq) — (pAq) 4.-17., (KB)

Vgl. Alastair Carr, The Natural Deduction Pack, Abschn. 4.4, Nr. 13.

44 Syllogismus Barbara

1. Vz(F(z) — G(x)) (P1)
2.Vz(G(z) — H(z)) (P2)

3.1 F(y) (KB-Annahme)
4| (Fly) = Gy) 1., (UB)

5. | Gy) 3., 4., (MP)

6. | (G(y) = H(y) 2., (UB)

7. | H(y) 5., 6., (MP)

8. (F(y) = H(y)) 3.-7., (KB)

9. Va(F(z) —» H(z)) 8., (UE)

13



45 Existenzielle Beseitigung, ein Beispiel

1. Jx(F(z) AG(z)) (P1)

2. | (F(y) ANG(y)) (EB-Annahme)
3. | F(y 2., (SIMP1)

4. | JzF(x) 3., (EE)

5. JuF(z) 2.-4., (EB)

46 Existenzielle Beseitigung, ein weiteres Beispiel

1. 3z(F(z) A G(x)) (P1)

2. | (F(y) ANG(y)) (EB-Annahme)
3. | Fy) 2., (SIMP1)

4. Gy) 2., (SIMP2)

5.1 (Gy)AF(y) 4,3, (KON)
6. | Jx(G(z) A F(z)) 5., (EE)

7. 2(G(z) A F(x) 2.-6., (EB)

47 Existenzquantor-Distribution

1. Jz(F(x) A G(x)) (P1)

2. | (F(y) ANG(y)) (EB-Annahme)

3. | F(y) 2., (SIMP1)

4. | JzF(x) 3., (EE)

5. 32F (z) 2.-4., (EB)

6. | (F(y)ANG(y)) (EB- Annahme)

7. | Gy) 6., (SIMP2)

8. | JzG(x) 7., (EE)

9. 32G(z) 6.-8., (EB)

10. (3zF(z) A3zG(z)) 5., 9., (KON)
48 Allquantor-Distribution (1)

1. (VzF(z) vVzG(z)) (P1)

2. | F(y) (FU-Annahme 1)

3. | (F(y)vVG(y)) 2., (ADD1)

4.1 —F(y) (FU-Annahme 2)

5.1 | ==VaF(z) (IB-Annahme)

6. | | VaF(z) 5., (DN2)

7.1 | F(y) 6., (UB)

8| | (Fw)A=F() 7. 4. (KON)

9. | “VzF(z) 5.-8., (IB)

10. | VG (x) 1., 9., (DS1)

11. | G(y) 10., (UB)

12. | (F(y) VvV G(y)) 11., (ADD2)

1B (F)VGy) 212, (FU)

14. Va(F(z) vV G(z)) 13., (UE)
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49 Allquantor-Distribution (2)

1. (VzF(z) vVzG(z)) (P1)

2. | VaF () (FU-Annahme 1)
3. | F(y) 2., (UB)

L] (FyvGw) 3. (ADDI)

5. | —VzF(x) (FU Annahme 2)
6. | VG (x) 1., 5., (DS1)

7.| G(y) 6., (UB)

S| (Fy)vG) 7. (ADD?)

9. (F(y) vV G(y)) 2-8., (FU)

10. Va(F(z) v G(z)) 9., (UE)

50 Existenzielle Beseitigung in einem indirekten Beweis

1. =3z F(x) (P1)

2. | =—3Jz(F(z) AG(z))  (IB-Annahme)
3. | Jz(F(z) NG(x)) 2., (DN2)

4. | | (F(y) AG(y)) (EB-Annahme)
5.1 | Fly) 4., (SIMP1)

6. | | JzF(x) 5., (EE)

7. | JxF(x) 4-6., (EB)

8. | (FzF(x) AN—JzF(x)) 7. 1., (KON)
9. -3x(F(z) A G(x)) 2.-8., (IB)

51 Negation der Allformel ...

1. =VaF(x) (P1)

2. | =3z—F(x) (IB-Annahme)

3 -F(y) (IB-Annahme)

4. | | Jz—-F(x) 3., (EE)

5.1 | (Jz—F(z) A —=Jz—F(z)) 4., 2., (KON)

6. | F(y) 3.-5., (IB)

7. | VoF (z) 6., (UE)

8. | (VaF(z) A —VzF(x)) 7., 1., (KON)

9. Jz—F(x) 2.-8., (IB)
52 ... und umgekehrt (1)

1. Jx—F(x) (P1)

2. | =V F(x) (IB-Annahme)

3. | VaF(x) 2., (DN2)

4. | | =F(y) (E -Annahme)

5| | Fey) 3. (UB)

6. | | ~Jx—F(x) 5., 4., (ECQ)

7. | 73z-F(z) 4.-6., (EB)

8. | (Jz—F(x) A—Fz—F(z)) 1., 7., (KON)

9. “VzF(z) 2.-8., (IB)
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53 . und umgekehrt (2)
1. Jz—F(x) (P1)
2. | =F(y) (EB-Annahme)
3. | | =—VaF(z) (IB-Annahme)
4. | | VaF(x) 3., (DN2)
5 F(y) 4., (UB)
6. || (F(y) A=F(y)) 5., 2., (KON)
7. | “VaF(z) 3.-6., (IB)
8. VaF(z) 2.-7., (EB)

54 Negation der Existenzformel ...

1. =3z F(x) (P1)
2. | =Va-F(x) (IB-Annahme)
3 -—=F(y) (IB-Annahme)
4 F(y) 3., (DN2)
5. | | JzF(x) 4., (EE)
6. | | 3zF(z) A—FzF(x)) 5., 1., (KON)
7. | F(y) 3.-6., (IB)
8. | Ve F(x) 7., (UE)
9. | (Vo—F(x) A—Vz—F(x)) 8., 2., (KON)
10. Va—F(x) 2.-9., (IB)
55 . und umgekehrt (1)
1. Va=F(x) (P1)
2. | =—JzF(x) (IB-Annahme)
3. | JuF(z) 2., (DN2)
4. | | F(y) (EB-Annahme)
50| ~F(y) 1., (UB)
6. —Va-F(x) 4., 5., (ECQ)
7. | “Va-F(x) 4.-6., (EB)
8. | (Vz—F(z) A—Vz—F(z)) 1., 7., (KON)
9. =32z F(z) 2.-8., (IB)
56 . und umgekehrt (2)
1. Va—-F(x) (P1)
2. | -—JxF(x) (IB-Annahme)
3. | JxF(x) 2., (DN2)
4. | | F(y) (EB-Annahme)
5.0 | ~F(y) 1., (UB)
6. | | ~IxF(z) 4., 5., (ECQ)
7. | =32F(z) 4-6., (EB)
8. | (JzF(z) A—FzF(x)) 3., 7., (KON)
9. =32 F(z) 2.-8., (IB)
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57 Symmetrie der Identitit (exemplarisch)

l.a=b (P1)

2. VaVy((xr =yAz=2) >y=1z) (SUB)

3. Vy((a=yANa=a) > y=a) 2., (UB)

4. ((a=bANa=a)—>b=a) 3., (UB)
5.Vex == (REF)
6.a=a 5., (UB)

7. (a=bANa=a) 1., 6., (KON)
8.b=a 7., 4., (MP)

58 Symmetrie der Identitit (allgemein)

LVaVy((x =yANax=2z) > y==x)
2. Vy((a=yNa=a) > y=a)
3. ((a=brha=a) = b=aqa)
4. 1a=0

5. |Vzx ==

6. |a=a

7.l (a=bANa=a)

8. |b=ua

9. (a=b—b=a)

10. Vy(a =y — y = a)

11. VaVy(zr =y — y = x)

(SUB)

. (UB)

. (UB)
KB-Annahme)

Anmerkung: Die universellen Einfiihrungen in den Zeilen (10) und (11) sind erlaubt, da ,a‘ und ,b‘ nicht
in irgendweilchen Zeilen vorkommen, von denen die Allformeln abhéngen: Denn es gibt keine Pramissen,
und die KB-Annahme (4) wird nach Zeile (8) beseitigt.

59 Transitivitat der Identitéit (exemplarisch)

l.a=b (P1)

2. b=c (P2)

3. VaVy((x =yANax=c)—>y=c) (SUB)

4. Vy((b=yAb=c)—y=c) 3., (UB)

5. (b=anb=c)—=a=c) 4., (UB)

6. VaVy((zr =y ANz =2) > y=1z) (SUB)

T Vy((a=yNa=a) = y=a) 6., (UB)

8 ((a=bAha=a)—>b=aqa) 7., (UB)

9. Vozx=ux (REF)
10. a=a 9., (UB)
11. (a=bAa=a) 1., 10., (KON)
12.b=a 11., 8., (MP)
13. (b=aAnb=c) 12., 2., (KON)
14.a=c 13., 5., (MP)

Anmerkung: In den Zeilen 6-12 wird die Symmetrie der Identitdt bewiesen.

17



60

19.

20
21
22

0D U W

Transitivitat der Identitat (allgemein, 1)

VyYVz(y=2zhNy=c) = z=c) (SUB)
Vz((b=zAb=c¢) = z=¢) 1., (UB)
.((b=anb=c)—oa=c) 2., (UB)
NVaeVy((x=yANax=2x) > y==1x) (SUB)
Vy(la=yANa=a)—>y=a) 4., (UB)
((a=bANa=a) = b=a) 5., (UB)
a="b (KB-Annahme)
Vex =z (REF)
a=a 8., (UB)
(a=bAa=a) 7., 9., (KON)
b=a 10., 6., (MP)
.(a=b—=b=aqa) 7.-11., (KB)
(a=bAb=rc) (KB-Annahme)
a=b 13., (SIMP1)
b=c 13., (SIMP2)
b=a 14., 12., (MP)
(b=aAb=rc) 16., 15., (KON)
a=c 17., 3., (MP)
((a=bAb=c)—a=c) 13.-18., (KB)
Vz(la=bAb=2z2) s a=2z) 19., (UE)
VyYVz((a=yAy=2) = a=2) 20., (UE)
UE)

NaVyVez((e =y ANy=2) —x=2) 21, (

Anmerkung 1: In den Zeilen 7-12 wird die Symmetrie der Identitdt bewiesen.
Anmerkung 2: Die universellen Einfiihrungen in den Zeilen (20) bis (22) sind erlaubt, da ,a‘, ,b und , ¢
nicht in irgendweilchen Zeilen vorkommen, von denen die Allformeln abhéngen: Denn es gibt keine Pramis-

sen, die KB-Annahme (7) wird nach Zeile (11) beseitigt, und die KB-Annahme (13) wird nach Zeile (18)

beseitigt.

61 Transitivitit der Identitit (allgemein, 2)
1L.VYyVz(y=2zAy=c¢c) = z=c) (SUB)
2.Vz((b=2zAb=c) = z=2¢) 1., (UB)
3.((b=anb=c)—=a=c) 2., (UB)

4. VavVy((zx=yAhx=2) > y=1x) (SUB)
5. Vy(la=yANa=a) = y=a) 4., (UB)
6. (a=bAha=a)—b=aqa) 5., (UB)
7.l (a=bAb=¢) (KB-Annahme)
8. |a=b 7., (SIMP1)
9. |b=c 7., (SIMP2)
10. | VaVy((r =yAz=z) > y=2x2) (SUB)
11. [ Vy(la=yANa=a) > y=a) 10., (UB)
12. | (a=bAa=a) = b=a) 11., (UB)
13. |Vzax =z (REF)
4. la=a 13., (UB)
15. | (a=bAa=a) 8., 14., (KON)
16. | b=a 15., 12., (MP)
17. | (b=aANnb=c¢) 16., 9., (KON)
18. |a=c 17., 3., (MP)
19. ((a=bAb=c)—>a=rc) 7.-18., (KB)
20.Vz((a=bAb=2) > a=2) 19., (UE)
21. VyVz((la=yANy=2) > a=2z) 20., (UE)
22. VaVyVz((x =yANy=2) 2 x=2) 21, (UE)
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Anmerkung 1: In den Zeilen 8-16 wird die Symmetrie der Identitéit bewiesen.

Anmerkung 2: Diese Ableitung ist zwar nicht kiirzer als die voraufgehende, aber sie ist insofern etwas
einfacher, als sie mit lediglich einem konditionalen Beweis auskommt.

Anmerkung 3: Die universellen Einfiihrungen in den Zeilen (20) bis (22) sind erlaubt, da ,a‘, ,b und ,¢*
nicht in irgendweilchen Zeilen vorkommen, von denen die Allformeln abhéngen: Denn es gibt keine Pré-
missen, und die KB-Annahme (7) wird nach Zeile (18) beseitigt.

62 Drittengleichheit der Identitit, links (exemplarisch)

l.a=b (P1)

2.a=c (P2)

3. VaVy((z=yANx=c)— (y=c¢)) (SUB)

4. Vy((la=yNha=c)—=y=c) 3., (UB)

5. ((a=bAha=c)—=b=c) 4., (UB)

6. (@a=bAha=c) 1., 2., (KON)
T.bh=c 6., 5., (MP)

63 Drittengleichheit der Identitét, links (allgemein)

1L.VyWVz(y=2zAy=¢c) = z=c) (SUB)

2.Vz((a=zANa=c)—z=c¢) 1., (UB)
3. ((a=bha=c)—b=c) 2., (UB)
4. Vz((a=bha=2) = b=2) 3., (UE)
5. VyVz(la=yANa=2z) =y =2z) 4., (UE)
6. VaVyVz((r =yAx=2) = y=2) 5., (UE)

Anmerkung: Die universellen Einfiihrungen in den Zeilen (4) bis (6) sind erlaubt, da ,a‘, ,b* und ,¢‘ nicht
in irgendweilchen Zeilen vorkommen, von denen die Allformeln abhéngen: Denn es gibt keine Pramissen
und keine Annahmen — daher auch keine Annahmen, die vor Zeile (4) beseitigt werden miissten.

64 Drittengleichheit der Identitét, rechts (exemplarisch)

l.a=c (P1)

2.b=c (P2)

3. Vavy((x =yAx=b) >y=0>b) (SUB)

4. Vy((c=yAec=b)—=y=0) 3., (UB)

5. ((c=aNhc=0b) = a=0b) 4., (UB)

6. VaVy((zr =y ANz =2) > y=1z) (SUB)

T Vy((a=yNa=a) > y=a) 6., (UB)

8 ((a=cha=a) > c=a) 7., (UB)

9. Vozx=ux (REF)
10. a=a 9., (UB)
11. (a=cAha=na) 1., 10., (KON)
12.c=a 11., 8., (MP)
13.Vy((b=yAb=0b) > y=0) 6., (UB)
14. (b=cAb=b) = c=b) 13., (UB)
15.b=b 9., (UB)
16. (b=cAb=1D) 2., 15., (KON)
17.c=b 16., 14., (MP)
18. (c=aAnc=0b) 12., 17., (KON)
19.a = b 18., 5., (MP)

Anmerkung 1: In den Zeilen 6-12 sowie 13-17 wird je einmal die Symmetrie der Identitdt bewiesen.
Anmerkung 2: Die Allformeln in den Zeilen (6) und (9) werden je zweimal ausgewertet: einmal in
Zeile (7) bzw. (10), und einmal in Zeile (13) bzw. (15). Das ist erlaubt, da die Zeilen (6) und (9) nicht im
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Bereich irgendwelcher Annahmen liegen, die in den Zeilen 7, 10, 13 und 15 bereits abgeschlossen wéren.
(Zeilen (6) und (9) liegen im Bereich {iberhaupt keiner Annahme und diirfen daher immer ausgewertet
werden.)

65 Drittengleichheit der Identitit, rechts (allgemein)

1LVyVz((ly=2Ay=05b) = z=0b) (SUB)

2.Vz((c=2zAc=b) = 2z=0) 1., (UB)

3. ((c=ahc=b)—=a=0D) 2., (UB)

4. | (a=cAb=c) (KB-Annahme)

5. la=c 4., (SIMP1)

6. | VaVy((z =yAz=2) >y=12z) (SUB)

7. | Vy((a=yANa=a) = y=a) 6., (UB)

8 | ((la=cha=a)—=c=a) 7., (UB)

9. |Vex==x (REF)
10. |a=a 9., (UB)
11. | (a=cAha=a) 5., 10., (KON)
12. |c=a 11., 8., (MP)
13. | b=c 4., (SIMP2)
14. | Vy(b=yAb=0b) > y=0>) 6., (UB)
15. | (b=cAb=b) = c=0b) 14., (UB)
16. | b=b 9., (UB)
17. | (b=cAb=1b) 13., 16., (KON)
18. | c=b 17., 15., (MP)
19. | (ce=aANc=0Db) 12., 18., (KON)
2. |a=b 19., 3., (MP)
21. ((a=cAb=c)—a=0D) 4.-20., (KB)
2. Vz((a=2zANb=2) —a=0) 21., (UE)

2. VyVz((a=2zANy=2) 2 a=y) 22., (UE)

24 VaeVyVz((x =2z Ny=2) =2z =y) 23, (UE)

Anmerkung 1: In den Zeilen 5-12 sowie 13-18 wird je einmal die Symmetrie der Identitdt bewiesen.
Anmerkung 2: Die Allformeln in den Zeilen (6) und (9) werden je zweimal ausgewertet: einmal in
Zeile (7) bzw. (10), und einmal in Zeile (14) bzw. (16). Das ist erlaubt, da die Zeilen (6) und (9) nicht im
Bereich irgendwelcher Annahmen liegen, die in den Zeilen 7, 10, 14 und 16 bereits abgeschlossen wéren.
(Die KB-Annahme (4) ist in diesen Zeilen noch nicht abgeschlossen.)

Anmerkung 3: Die universellen Einfithrungen in den Zeilen (22) bis (24) sind erlaubt, da ,a‘, ,b und , ¢
nicht in irgendweilchen Zeilen vorkommen, von denen die Allformeln abhéngen: Denn es gibt keine Pra-
missen, und die KB-Annahme (4) wird nach Zeile (20) beseitigt.
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