Materialien zur Elementaren Logik
Michael Matzer

Diese Unterlagen sind zum Trainieren da und keine Ubungseinheiten fiir die Ubung zur Elementaren
Logik, d.h. es brauchen keine Losungen abgegeben zu werden.
(Version vom 25.01.2024, 08:39)

Inhaltsverzeichnis
1 Aussagenlogik 1
2 Pradikatenlogik 19

1 Aussagenlogik

1.1 Kommutativitit der Konjunktion (1)

(pAqg)F(gAD)
(pAg) (P1)

1., (SIMP2)

1., (SIMP1)

2., 3., (KON)

q
p
(g A\ p)

= W N =S

1.2 Kommutativitit der Konjunktion (2)

(PN g+ (gAp)
1. (pAgq) (P1)
2. p 1., (SIMP1)
3. q 1., (SIMP?2)
4. (gNp) 3., 2., (KON)

Anmerkung: Diese Ableitung unterscheidet sich von der obigen Nr. (1.1) durch die Reihenfolge der
Anwendungen der beiden Regeln (SIMP1) und (SIMP2) sowie, daraus sich ergebend, die Reihenfolge der

Zeilen bei der Konjunktionseinfiihrung in Zeile (4).



1.3 Assoziativitidt der Konjunktion (1)

L. ((pAg) Ar) (P1)

2. (pNq) 1., (SIMP1)
3. p 2., (SIMP1)
4. g 2., (SIMP2)
5. 7 1., (SIMP2)
6. (gAT) 4.,5., (KON)
7.(pN(gAT)) 3., 6., (KON)

(pA(gAT))E((pAg)AT)
L(pA(gAr) (P1)

2. p 1., (SIMP1)
3. (gNT) 1., (SIMP2)
1. q 3., (SIMP1)
5. (p A q) 2., 4., (KON)
6. 7 3., (SIMP2)
7.((pAg)AT) 5., 6., (KON)

Anmerkung: Beispiele (1.3) und (1.4) zusammen zeigen, dass die Assoziativitit der Konjunktion eine

Aquivalenz ist.



1.5 Ubungsbeispiel

(=p = q),—p, ((m=qVr) = (msAt) Ft

L. (=p = ¢q) (P1)

2. —p (P2)

3. (kg Vr)—=(nsAt)) (P3)

4. q 2., 1., (MP)
5. =g 4., (DN1)
6. (-—q V) 5., (ADD1)
7. (s At) 6., 3., (MP)
8.t 7., (SIMP2)
1.6 Konjunktiver Syllogismus

~(pAg),q -

1. =(pAg) (P1)

2.q (P2)

3. —p (IB-Annahme)
4.1p 3., (DN2)

5.1 (p A q) 4., 2., (KON)
6. (pAg A=(pAg) 5., 1., (KON)
7. —p 3.-6., (IB)



1.7 Von der Konjunktion zur negierten Implikationsformel (1)

(pAg)F=lp——q)

l.(pAg) (P1)

2. | ==(p — —¢q) (IB-Annahme)
3.1 (p — —q) 2., (DN2)

4. p 1., (SIMP1)
5. | g 1., (SIMP2)
6. | =g 4., 3., (MP)
7.1 (g N —q) 5., 6., (KON)
8. =(p——q) 2-7., (IB)

1.8 Von der Konjunktion zur negierten Implikationsformel (2)

(pAg)F=lp = =)

L. (pAg) (P1)

2. p 1., (SIMP1)

3. ¢ 1., (SIMP2)

4. ==(p — —q) (IB-Annahme)
5.1 (p = —q) 4., (DN2)

6. —q 2., 5., (MP)

7.1 (g N—q) 3., 6., (KON)
S, ~(p— —g) 47, (IB)

Anmerkung: Diese Ableitung unterscheidet sich von der vorigen (1.7) durch den Zeitpunkt der Anwen-
dungen der Regeln (SIMP1) und (SIMP2): Wahrend Nr. (1.7) strikt strategisch zuerst den indirekten

Beweis beginnt, erfolgt bei Nr. (1.8) zuerst die Auswertung der ersten und einzigen Préamisse.



1.9 Kontraposition (1)

(= q)F (=g = —p)
L.p—q  (P1

2. | —q (KB-Annahme)
3. | —p 1., 2., (MT)
4. (—q — —p) 2.-3., (KB)

1.10 Kontraposition (2)

(mq = -p)F(p—q)

L. (¢ = —p) (P1)

2./ p (KB-Annahme)
3.~ 2., (DN1)

4. =g 1., 3., (MT)

5. | g 4., (DN2)

6. (p —q) 2.-5., (KB)

Anmerkung: Beispiele Nr. (1.9) und (1.10) zusammen zeigen, dass die Kontraposition eine Aquivalenz

ist.
1.11 Kettenschluss (hypothetischer Syllogismus)

p—=q)lg—=r)F(p—r)

S AN B
S



1.12 Kettenschluss mit Kontraposition

(p—q),(@—= 1)k (=r — —p)
(p—q  (P1)
)

1

2. (q—r) (P2

3.7 (KB-Annahme)
4.| =g 2., 3., (MT)

5. —p 1., 4., (MT)

6. (—r — —p) 3.-5., (KB)

= (g—=7))F(pAg —7)
L.(p—=(g—r) (P

2.1 (pAq) (KB-Annahme)
3. p 2., (SIMP1)
4.|q 2., (SIMP2)
5.1(q — ) 3., 1., (MP)

6. | r 4., 5., (MP)
7.(pNqg) —r) 2.7, (KB)

(pAg)—=r)E(p—=(g—r))

q
(pAg) —r) (P1)
P (KB-Annahme)

L.

2.

3.11q (KB-Annahme)
4.1 (pAq) 2., 3., (KON)
5. 0|7 4., 1., (MP)
6.|(q—r) 3.-5., (KB)
7.(p—>(qg—r)) 26, (KB)

Anmerkung: Importation / Exportation ist eine Aquivalenz.

6



1.15 Implikation des Gegenteils (1)

(p—= —p) F —p

L. (p = —p) (P1)

2. | ==p (IB-Annahme)
3./ p 2., (DN2)

4.1 —p 3., 1., (MP)

5./ (pA—p) 3., 4., (KON)
6. —p 2.5., (IB)

1.16 Implikation des Gegenteils (2)

—pt(p— —p)

1. —p (P1)

2.|p (KB-Annahme)
3. —p L., (TS)

4. (p— —-p) 2.-3., (KB)

Anmerkung: Beispiele (1.15) und (1.16) zusammen zeigen, dass ,(p — —p)‘ dquivalent ist mit ,—p‘ (und

nicht etwa eine Kontradiktion, wie man zunéchst vielleicht meinen mochte).

1.17 Definition der Implikationsformel (1)

(—pV gk (p—q
1. (-pVq) (P1)

2. p (KB-Annahme)
3.~ 2., (DN1)

4. |q 1., 3., (DS1)
5. (p—q) 2-4., (KB)



1.18 Definition der Implikationsformel (2)

(p =g (=pVa)

l.(p—q) (P

2.|p (FU-Annahme 1)
3.1 ¢ 2., 1., (MP)

4./ (=pVq) 3. (ADD2)

5.1 —p (FU-Annahme 2)
6. (—pVygq) 5., (ADDI1)
7.(-pVvgq) 2-6., (FU)

Anmerkung: Beispiele (1.17) und (1.18) zusammen zeigen eine weitere wichtige Aquivalenz.

1.19 Definition der Implikationsformel (3)

—(pA=g) = (p—q)

L. =(p A ~q) (P1)

2.1p (KB-Annahme)
3. 1| ¢ (IB-Annahme)
4.1 (p A\ —q) 2., 3., (KON)
5. ((pA=g) A=(pA—q)) 4., 1., (KON)
6.| g 3.5., (IB)

7. (p—q) 2.-6., (KB)



1.20 Definition der Implikationsformel (4)

(= a)F=(pA=g)

L. (p—q) (P1)
2.|7(p A —q) (IB-Annahme)
3.1 (p A —q) 2., (DN2)

4. p 3., (SIMP1)
5. | g 3., (SIMP2)
6. | q 4., 1., (MP)
7.1 (g N —q) 6., 5., (KON)
8. -(pA—q) 27, (IB)

Anmerkung: Beispiele (1.19) und (1.20) zusammen zeigen eine weitere wichtige Aquivalenz.

1.21 Kommutativitiat der Disjunktion (1)

(pVaq) E(qVp)

In dieser Fassung der Sammlung wird diese Ableitung nicht dargestellt, da sie in einer Ubungseinheit

enthalten ist.

1.22 Kommutativitit der Disjunktion (2)

(pVaq) F(qgVp)

In dieser Fassung der Sammlung wird diese Ableitung nicht dargestellt, da sie in einer Ubungseinheit

enthalten ist.

1.23 Kommutativitit der Disjunktion (3)

(pVat(qgVp)

In dieser Fassung der Sammlung wird diese Ableitung nicht dargestellt, da sie in einer Ubungseinheit

enthalten ist.



1.24 Kommutativitit der Disjunktion (4)

(pVaq) E(qgVp)

In dieser Fassung der Sammlung wird diese Ableitung nicht dargestellt, da sie in einer Ubungseinheit

enthalten ist.

1.25 Disjunktion impliziert Konjunktion ist Aquivalenz

(pVa) = (pAa)F (p+q)
L. (pVg) = (pAg) (P1)
2.p (KB-Annahme)
3.1(pVaq) 2., (ADD1)
4.1 (pNq) 3., 1., (MP)
5. | g 4., (SIMP2)
6. (p — q) 2.-5., (KB)
7.1q (KB-Annahme)
8. 1(pVq) 7., (ADD2)
9.1 (pAq) 8., 1., (MP)
10. | p 9., (SIMP1)
11. (¢ — p) 7-10., (KB)
12. (p < q) 6., 11., (AQ-EIN)

Vgl. Alastair Carr, The Natural Deduction Pack, Abschn. 4.4, Nr. 14.
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1.26 ... und umgekehrt
(P g (pVa) = (pAq)
L. (p«q) (P1)
2. (p = q) 1., (AQ-ELIM1)
3. (g — p) 1., (AQ-ELIM?2)
4.1(pVaq) (KB-Annahme)
5. 1p (FU-Annahme 1)
6. p 5., (TS)
7. —p (FU-Annahme 2)
3.|| ¢ 4., 7., (DS1)
9. p 8., 3., (MP)
10. | p 5-9., (FU)
11. || ¢ (FU—Annahme 1)
12. || ¢ 1., (TS)
13. || —q (FU—Annahme 2)
14. || p 4.,13., (DS2)
15. || ¢ 14., 2., (MP)
16. | ¢ 11.-15., (FU)
17. 1 (p A q) 10., 16., (KON)
18. ((pVq — (pNq)) 4-17., (KB)

Vgl. Alastair Carr, The Natural Deduction Pack, Abschn. 4.4, Nr. 13.

Anmerkung: Beispiele (1.25) und (1.26) zusammen zeigen, dass ,((p V ¢) —

dquivalent sind.

1.27 Axiom der Konditionalisierung

= — (¢ —p))

In dieser Fassung der Sammlung wird diese Ableitung nicht dargestellt, da sie in einer Ubungseinheit

enthalten ist.

11
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1.28 Gesetz des Duns Scotus

= (=p— (p—q)

L. —p (KB-Annahme)
2. 1p (KB-Annahme)
3.1l q 2., 1., (ECQ)
4.1 (p = q) 2.-3., (KB)
5. (7p—=(p—gq)) 14, (KB)
1.29 Beweis der Regel (DIS)
(p—=7)lg=r)F(pVy —r7)
L (p—r) (P1)
2. (q =) (P2)
3.1(pVq) (KB-Annahme)
4.1p (FU-Annahme 1)
5.0|r 4., 1., (MP)
6. | —p (FU-Annahme 2)
7.1q 3., 6., (DS1)
8. 1|7 7., 2., (MP)
9.7 4.8, (FU)
10. (pVq) — 1) 3.9, (KB)
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1.30 Regel (DIS) ist auch umgekehrt giiltig (also eine Aquivalenz)

(pVag)—=r)E(p—=r)A(g—T1))

L. ((pVvg) —r) (P1)

2./ p (KB-Annahme)
3.1(pVq) 2., (ADD1)
4.|r 3., 1., (MP)

5. (p — 1) 2.-4., (KB)

6. q (KB-Annahme)
7.l (pVq) 6., (ADD2)

8. |r 7., 1., (MP)

9. (q =) 6.-8., (KB)

10. (p—=7r)AN(g—71)) 5.,9., (KON)

1.31 Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten

=(pV )

l.|p (FU-Annahme 1)
2./ (pVv—p) 1., (ADDI)

3. —p (FU-Annahme 2)
4.1 (pV —p) 3., (ADD2)
5.(pV-p) 14, (FU)
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1.32 Assoziativitit der Disjunktion (1)
(pvavrF(pVigvr))
L. (pVvgVvr) (P1)
2.1 (pVq) (FU-Annahme 1)
3. p (FU-Annahme 1)
4.1l (pV(gVvr)) 3., (ADDI)
5./ —p (FU-Annahme 2)
6. q 2., 5., (DS1)
7.1 (gVr) 6., (ADDl)
8.1 (pV(gvVvr)) 7. (ADD2)
9.1 (pV(gVvr)) 3-8, (FU)
10. | =(p V q) (FU-Annahme 2)
11. |7 1., 10., (DS2)
12./ (g V) 11.7 (ADD2)
13.|(pVi(gVvr)) 12., (ADD2)
4. (pV(gVr)) 2. 13 , (FU)
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1.33 Assoziativitit der Disjunktion (2)

(pVigVvr)E(pVagVr)

L.(pVvigvr)) (P1)

2.1(qVr) (FU-Annahme 1)
3. 11q (FU-Annahme 1)
4./ (pVq) 3., (ADD2)

5.1l ((pVvq) Vvr) 4., (ADDI)

6. | ¢ (FU-Annahme 2)
7. 2., 6., (DS1)

8.1 ((pVvaq) Vvr) 7., (ADD2)

9.1 ((pvqg vr) 3-8, (FU)

10. | =(q VvV r) (FU-Annahme 2)
1. | p 1., 10., (DS2)
12. 1 (pV q) 11., (ADD1)
13.|((pVvgq) Vr) 12., (ADDI)

4. (pvq Vvr) 2-13., (FU)

Anmerkung: Beispiele (1.32) und (1.33) zusammen zeigen, dass die Assoziativitét der Disjunktion eine

Aquivalenz ist.
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1.34 Eine Paradoxie der materialen Implikation

=((p—q) V(g—p)

—
=

11

© 00N o Otk W=

(p—q)
((p—q)Vig—p)
((p—=a)Vig—0p)

(FU-Annahme 1)
(KB-Annahme)

Anmerkung: In dieser Ableitung finden wir Teile von Nr. (1.27) (Aziom der Konditionalisierung) und

Nr. (1.28) (Gesetz des Duns Scotus) wieder.
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1.35 Negation der Aquivalenz (1)

“(p< gk (=pq)

L. =(p ¢ q) (P1)
2. | —p (KB-Annahme)
3. 11 ¢ (IB-Annahme)
4.1l p (KB-Annahme)
5. q 4., 2., (ECQ)
6. (p—q) 4-5., (KB)
7.111q (KB-Annahme)
8.1l p 7., 3., (ECQ)
9.11(q — p) 7-8., (KB)
10. || (p ¢ q) 6., 9., (AQ-EIN)
1L [ ((p = @) Ap < q) 10, X , (KON)
12. | g 311, (IB)
13. (=p — q) 2.~ 12., (KB)
14. ] q (KB-Annahme)
15. || ==p (IB-Annahme)
16. || p 15., (DN2)
17. /| p (KB-Annahme)
18. || ¢ 14., (TS)
19. 1| (p — q) 17.-18., (KB)
20. || ¢ (KB-Annahme)
21. ||| p 16., (TS)
22. 1| (¢ — p) 20.-21., (KB)
23. 1| (p < q) 19., 22., (AQ-EIN)
24. 1| (p = q) N—(p < q)) 23., 1., (KON)
25. | =p 15.-24., (IB)
26. (¢ — —p) 14.-25., (KB)

27. (—p < q) 13., 26, (AQ-EIN)

17



1.36 Negation der Aquivalenz (2)

(mp < @) F=p<q)

L. (p+rq)  (P1)

2. (-p—q) 1., (AQ-ELIM1)
3. (g — —p) 1., (AQ-ELIM2)
4.1 ==(p <> q) (IB-Annahme)

5.1 (p <> q) 4., (DN2)

6. (p—q) 5., (AQ-ELIM1)
7.1(qg = p) 5., (AQ-ELIM2)
8 ||p (FU-Annahme 1)
9.11q 8., 6., (MP)
10. || —p 9., 3 (MP)
11.[ (pA—p) 8., 10., (KON)
12. || —p ( U Annahme 2)
13.|| ~¢ 7., 12., (MT)
14. || ~=p 2., 13., (MT)
15. || p 14., (DN2)
16. || (pA—p) 15, 12, (KON)
7./ (pA—p)  8-16., (FU)

18. ~(p ¢+ q)  4.17., (IB)

Anmerkung: Beispiele (1.35) und (1.36) zusammen zeigen, dass ,—(p <> ¢)* und ,(—p < ¢)¢ dquivalent

sind.
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2 Pradikatenlogik

2.1 Abschwichung zur Existenzformel

VeF(x) F JzF ()
1. VaF(x) (P1)

2. F(y)

1.
3. JxF(z) 2.,

2.2 Syllogismus Barbara

Ve(F(r) — G(z)),Vx(G(x) — H(z)) - Va(F(x) — H(x))

1. Va(F(z) — G(z)) (P1)

2. Vo (G(x) — H(z)) (P2)

3.| F(y) (KB-Annahme)
4| (Fly) = Gly)) 1, (UB)

5.1 G(y) 3., 4., (MP)

6.1 (Gly) = H(y)) 2., (UB)

7. H(y) 5., 6., (MP)

8. (F(y) — H(y))  3-7., (KB)

9. Va(F(x) - H(z)) 8., (UE)

2.3 Existenzielle Beseitigung, ein Beispiel

Jz(F(x) NG(x)) F Jz(G(x) A F(x))

3z (F(x) A G(x))

(P1)

| (Fy) NG(y))
G(

1

2. (F(

3. Fly

4. Y)

5.1 (G(y) A F(y))
6.| 3z(G

7

(@
.| Fz(G(x) A F(z))
. Fw(G(z) A F(x))

(EB-Annahme)
2. (SIMP1)
2. (SIMP2)
4., 3., (KON)
5. (E )
2.-6., (EB)

19



2.4 Existenzquantor-Distribution

Jz(F(x) NG(x)) F

(JxF(x) A JzG(x))

1. Jx(F(z) NG(x))  (P1)

2. (F(y) NG(y)) (EB-Annahme)
3. | F(y) 2., (SIMP1)

4. dxF(x) 3., (EE)

5. JxF(x) 2.-4., (EB)

6. (F(y) ANG(y)) (EB- Annahme)
7.l aw) 6., (SIMP2)

8. | dzG(x) 7., (EE)

9. 3xG(x) 6.-8., (EB)

10. (3xF(x) A JxG(x)) 5., 9., (KON)

2.5 Allquantor-Distribution (1)

(Ve F(x) VVzG(x)) F Ve(F(z) vV G(x))

l. (VaF(x) VVzeG(x)) (P1)

2. F(y) (FU-Annahme 1)
3.1 (Fly) vV G(y)) 2., (ADDI1)

4.1 =F(y) (FU Annahme 2)
5. || 7=V F(x) (IB-Annahme)
6. || Vo F (z) 5., (DN2)

7.1 F(y) 6., (UB)

8. 1| (F(y) N—=F(y)) 7., 4., (KON)
9. =VaF(x) 5-8., (IB)

10. | VaG(x) 1., 9., (DS1)

11. | G(y) 10 (UB)

12.| (F(y) vV G(y)) 11., (ADD2)

13. (F(y) v G(y)) 212 , (FU)

4. Ve(F(x)V G(x))  13. (UE)
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2.6 Allquantor-Distribution (2)

(Vo F(x) VVzG(x)) F Ve(F(z) vV G(x))

1. (VaF(x) VVzeG(x)) (P1)
2. | Vo F(x) (FU-Annahme 1)
3. F(y) 2., (UB)
4.1 (F(y) vV G(y)) 3., (ADD1)
5. | Vo F(x) (FU Annahme 2)
6. | VeG(x) 1., 5., (DS1)
7.1 G(y) 6., (UB)
8. (F(y) v Gly)) 7., (ADD2)
9. (F(y) v G(y)) 2.-8., (FU)
10. Va(F(z) V G(x)) 9. (U )
2.7 Negation der Allformel ...
=V F(z) F Jz—-F(x)
1. =VaF(z) (P1)
2. | =dx—F(x) (IB-Annahme)
3. 1| = F(y) (IB-Annahme)
4. 1| Jx—F(x) 3., (EE)
5.1 (Fz=F(x) AN =Fx—=F(x)) 4., 2., (KON)
6. F(y) 3.-5., (IB)
7.\VxF(x) 6., (UE)
8. | (VxF(x) N =VaF(x)) 7., 1., (KON)
9. Jz—-F(x) 2.-8., (IB)
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2.8 ... und umgekehrt (1)

Jr—F(x) - =V F(z)

1. dz—F(x) (P1)

2. | ~=VxF(x) (IB-Annahme)
3. |VzF(x) 2., (DN2)

4. 1| =F(y) (EB-Annahme)
5.1 F(y) 3., (UB)

6. —~dx—F(x) 5., 4., (ECQ)
7.| 23x—F(x) 4.-6., (EB)

8. | (Jx—=F(x) N —~FJz—F(x)) 1., 7., (KON)
9. =VaF(x) 2.-8., (IB)

2.9 ... und umgekehrt (2)

Jr—F(x) - =V F(z)

1. dz—F(x) (P1)

2. = F(y) (EB-Annahme)

3. || Vo F(z) (IB-Annahme)

4. 1|\VaF(x) 3., (DN2)

5. || Fy) 4., (UB)

6. | (F(y) A=F(y)) 5., 2., (KON)

7.| Vo F(x) 3.-6., (IB)

8. ~VzF(x) 2.-7., (EB)

Anmerkung: Beispiele (2.7) und (2.8)/(2.9) zusammen zeigen eine wichtige Aquivalenz.
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2.10 Negation der Existenzformel ...

—3JxF(x) - Ve—F(z)

1. ~dzF(x) (P1)
2. | ~Va—F(x) (IB-Annahme)
3. /| = F(y) (IB-Annahme)
4.1 F(y) 3., (DN2)
5. || dxF(x) 4., (EE)
6. | (JzF(x) AN—=JxF(x)) 5., 1., (KON)
7.2 F(y) 3.-6., (IB)
8. |Va—F(x) 7., (UE)
9.1 (Vx—=F(z) N =Vz—-F(z)) 8., 2., (KON)
10. Va—F(x) 2.-9., (IB)
2.11 ... und umgekehrt (1)
Ve—F(x) - =3z F ()
1. Vo—F(x) (P1)
2. | =—=dzF(x) (IB-Annahme)
3. | dxF(x) 2., (DN2)
4. 1| F(y) (EB-Annahme)
5.1 =F(y) 1., (UB)
6. || "Vz—F(x) 4., 5., (ECQ)
7.| V- F(x) 4.-6., (EB)
8. | (Vx—=F(z) N =Vz—-F(z)) 1., 7., (KON)
9. =JzF(z) 2.-8., (IB)
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2.12 ... und umgekehrt (2)

Ve—F(x) - —~JzF(x)

1. Va=F(x) (P1)

2. | ~—dxF(x) (IB-Annahme)
3. | dzF(x) 2., (DN2)

4.1 F(y) (EB-Annahme)
5.1 = F(y) 1., (UB)

6. | ~dxF(z) 4., 5., (ECQ)
7.| 3z F(x) 4.-6., (EB)

8. | (xF(x) AN —JxF(x)) 3., 7., (KON)
9. =JzF(z) 2.-8., (IB)

Anmerkung: Beispiele (2.10) und (2.11)/(2.12) zusammen zeigen eine weitere wichtige Aquivalenz.
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